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ABSTRACT 

Let D([0, 1]) be the space of left continuous real valued functions on [(I, 1] which 
have a right limit at each point. We show that D([0, 1]) has no equivalent norm 
which is Gfiteau differentiable. Hence the class of spaces which can be renormed 
by a Gfiteau differentiable norm fails the three spaces property. We show that 
there is no norm on 'g([0,f~]) such that its dual is strictly convex. However, 
there is an equivalent Fr6chet differentiable norm on this space. 

Soi t  E un e s p a c e  de  B a n a c h .  U n e  f o n c t i o n  c o n v e x e  r6e l le  ~ sur  E es t  d i t e  

G f i t e a u - d i f f 6 r e n t i a b l e  si p o u r  x , y  d a n s  E,  la l imi te  d e  A '(q~(x + a y ) - ~ , ( x ) )  

ex is te  p o u r  A --~0. U n e  n o r m e  I1 Ir sur  E es t  d i re  G f i t e a u - d i f f 6 r e n t i a b l e  si e l le  est  

G f i t e a u - d i f f 6 r e n t i a b l e  sur  E\{0}. Cec i  6 q u i v a u t  au  fair q u e  p o u r  x @ E\{0},  il 

ex i s te  un u n i q u e  y @ E'  avec  y ( x )  = IIx II et  IlY II = 1 [11. n ne s e m b l e  pas  c o n n u  si 

la c lasse  ~g des  e s p a c e s  de  B a n a c h  qu i  a d m e t t e n t  une  n o r m e  6 q u i v a l e n t e  

G g l t e a u - d i f f 6 r e n t i a b l e  p o s s 6 d e  la p r o p r i 6 t 6  des  t ro i s  e s p a c e s ,  c ' e s t  h d i r e  si E E 93 

d6s q u e  E p o s s 6 d e  un s o u s - e s p a c e  F avec  F, E / F  E ~I. N o u s  a l lons  m o n t r e r  qu ' i l  

n ' e n  es t  r ich .  L ' e x e m p l e  es t  l ' e s p a c e  D = D ( [ 0 ,  1]) des  f o n c t i o n s  r6e l les  sur  [0~ 1] 

qui  son t  c o n t i n u e s  ~ g a u c h e  et  qui  o n /  u n e  l imi te  /~ d r o i t e .  O n  n o t e  q u e  

D/%°([0,  1]) = c,,([0, 1]) e t  q u e  ~ ( [ 0 ,  1]) e t  c,,([0, 1]) son t  d a n s  ~. 

O n  di t  q u ' u n e  n o r m e  sur  E es t  F r 6 c h e t  d i f f 6 r e n t i a b l e  si e l le  es t  d i f f 6 r e n t i a b l e  

au  sens  usue l  en  t ou t  p o i n t  de  E\{0}. I1 es t  c o n n u  [1] q u ' u n e  n o r m e  est  F r 6 c h e t  

d i f f 6 r e n t i a b l e  si p o u r  x E E\{0},  le d i a m 6 t r e  de  l ' e n s e m b l e  

{Y ~ E ' , I l Y I I ~  1 , y f x )  >-_llx]l- e} 

t e n d  vers  z6ro  avec  e. E n  p a r t i c u l i e r ,  si la n o r m e  d u a l e  sur  E '  es t  s t r i c t e m e n t  

( resp .  u n i f o r m 6 m e n t )  c o n v e x e ,  ia n o r m e  d e  E es t  G f i t e a u  ( resp .  F r 6 c h e t )  
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diff6rentiable. I1 ne semble pas connu h ce jour d 'exemple  de norme 

diff6rentiable dont la norme duale ne poss6de pas de bonnes propri6t6s de 

convexit6. Nous allons construire une norme N ( . )  Fr6chet diff6rentiable sur 

~([0,f~]), dont la norme duale n'est pas strictement convexe. En fait, il n 'y a pas 

de norme sur ~([0,11]) dont la norme duale soit strictement convexe. L 'au teur  

remercie G. Godefroy  d 'avoir  attir6 son attention sur ces questions. 

THI~ORI~ME 1. II n'  existe pas de norme ~quivalente Gdteau-diff~rentiable sur 

D. Plus pr~cisdment, si N ( .  ) est une norme dquivalente sur D, cette norme n'  est 

pas Gdtteau-diff6rentiable en tout point de c¢([0,1]). 

PREUVE. On d6signe par I1 IIla norme sup sur D. I1 est utile de consid6rer le 

compact  K tel que D = CO(K). Ce compact  est l" ' intervalle 6clat6", c 'est-a-dire 

K = {x ; x ~ [0,1]} U {x+; x E [0, 1[}, une base de la topologie de K 6tant donn6e 

par les intervalles du type [x÷,y[ et ]z,x]. (La structure d 'ordre est donn6e par 

x < x + <  y s i x  < y dans [0,1]). On d6signe par p la projection naturelle de K 

sur [0,1], donn6e par p({x,x+}) = x. 

Soit a > l  tel que a 'llyll<-_N(y)<=allyll pour y E D .  On suppose si 

possible que N ( . )  est Gfiteau-differentiable en tout point de ~([0,1]). En 

particulier la restriction M ( - )  de N ( . )  :~ c¢([0,1]) est Gfiteau-diff6rentiable. 

Pour x E [0,1], soit 6~ la mesure de Dirac en x. Le th6or6me de Bishop-Phelps  

montre  qu'il existe une mesure o" sur [0,1], avec II o'11--< a-2/100, telle que 6x + o'x 

atteigne sa norme. I1 existe donc ax E[a- t /2 ,2a]  et une mesure ox, avec 

Ilox II----a-'/5o et tels que/-ix = a~6x + ox v6rifie M(/.t~)= 1 et atteigne sa norme.  

On choisit une mesure Ax sur K telle que p(A~)=/.,~ et N(Ax)= 1. Ainsi Ax 

atteint sa norme sur c¢([0,1]). 

On fixe une partie finie F de K, qui peut 6tre vide, et qui est maximale pour la 

propri6t6 que l 'ensemble 

C ={x  E [0,1];Vz UF,  a6,/lOO<=lhx [} 

soit non d6nombrable.  

Il est clair que F existe, puisque IIhx [[-<-a pour tout x. D6signons par B la 

boule unit6 de l 'espace des mesures sur [0,1], pour la norme M ( .  ), munie de la 

topologie pr6faible. Soit 

H = {(x, a~, p~); x E C} C [0, 1] × [a-~/2, 2a ] × B = L. 

On d6signe par G l 'ensemble des points de condensation de H, c'est h dire des 

points de H dont tout voisinage rencontre H e n  un ensemble non d6nombrable.  

Puisque L a une base d~nombrable d 'ouverts,  H \ G  est d6nombrable,  donc G 
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est non d6nombrable .  De  plus un ouver t  qui rencontre  G le rencont re  en un 

ensemble  non d6nombrable .  

Soit: 

a + =  

{x C G ;  3e~ > 0, ::1Vx voisinage de (a~, ~ )  tel que H n (Ix, x + ex [ x Vx) = 0}.  

Alors  G ÷ est d6nombrable .  En  effet, dans le cas contraire ,  il existe e > 0 et un 

ouver t  V de [ a - V 2 , 2 a ]  x B tels que 

G ' =  {x E G; (ax ,  t~x)E V , H  N (]x,x + e [ x  V) = O} 

soit non d6nombrable .  Mais il existe alors x~, x2 E G '  avec x2 E ]x~, x~ + e [, ce qui 

est absurde.  De  la m6me fa~on, on volt que l ' ensemble  

G -  = {x E G ;  3e  > 0, 3 V voisinage de (a~,tz~) tel que H n (]x - e ,x[  x V )  = Q} 

est d6nombrable .  On  peut donc  cboisir x E G \ ( G *  U G ) et x , x  ÷ if: F. Pour  tout  

e > 0 et tout  voisinage V de /xx, les ensembles  

Hn( lx ,  x +e [×  v); H n ( l x - e ,  x Ix  v) 

sont non vides, donc  non d6nombrables .  I1 rdsulte du choix de F qu'ils 

cont iennent  un point y ~ H avec 

a, I,y({x*})l =< a. 

On peut donc  construire des suites x. < x et y, > x telles que 

x , - - , x ,  a~,---*a~, /z, ---> /zx, I&.({xI)t==-a, I&.({x+})l<--a 

et 

yo--,x, a,o--,a,, tA, (Ixt)l_-<a, I,L({x*I)l-<_a. 

II existe une fonct ion cont inue  f sur [0, 1] telle que/zx (f) = 1. Soient )tz et A2 des 

valeurs d ' adh6rence  de (&.) ,  et (Z,,) respect ivement .  On  a p(A~)= p ( , ~ ) =  tx~, 

donc  A , ( f ) = Z 2 ( ] ' ) = l .  De  plus N(A0,  N(A2)_-<I. Pour  conclure  il suflit de 

mont re r  que A~ / A2. Soit h = Xt~*.~J. 

Soit 

h,, E ~( [0 ,1] )  avec xi~,,i < h,, -< xl~ z/,,.,i. 

Pour  tout  n on a 

A,~ (h,,)=/.Ly. (h,,) __- > ay. - a- ' / lO.  
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On  a donc  

puis 

.L.(x[~. , i )= > a~. - a '110, 

A~.(XIx..,])~ av. - a ~/5 et enfin A2(Xl~,l)_--> a~ - a-~15. 

D ' a u t r e  par t ,  on a 

d 'of i  

A..(h, . )  <- _ a ~ h , . ( x . ) +  a l/lO 

A,(h, . )_-  < a ' /10, puis A~(Xl~.,t)_-- < a ~/10, 

puis  A,(Xix+.,i)_-- < a-~/5, ce qm te rmine  la p reuve .  

La s t ruc ture  de l ' e space  D n 'es t  pas tr6s bien compr ise .  Dans  [2], on cons t ru i t  

une fonct ion  convexe  q~ sur D tel le  que l ' ensemble  des points  de Gfi teau-  

di f f6rent iabi l i t6  de  q~ soit  maigre  et dense .  La r6ponse  aux ques t ions  su ivantes  ne 

semble  pas  connue .  

PROBLI~MES 2. (a) Est-ce  que pour  tou te  fonct ion q~ convexe  sur D et tout  

e > 0 ,  il existe  un poin t  a off I ' ensemble  { y E D ; V x ~ D , ~ o ( a + x ) - q ~ ( x )  >- 

y(x)}  soit  de d iam~t re  _-< e ?  

(b) Es t -ce  que q~ a un po in t  de Gf i teau  dif f6rent iabi l i t6?  

Nous  nous tou rnons  m a i n t e n a n t  vers l '6 tude  de ~([0,1)]) .  

THt~ORI~ME 3. Soit N une norme dquivalente sur ~( [0 , f l ] ) .  Alors il existe 

~, < ~2 < • "" dans [0 , f l ]  et b E R tels que pour route [amille .finie (ai)~N de reels 

positifs,  on ait N(YT=, a~6,,) = b Y~7=, a~. E n  particulier, la norme duale de N n ' est 

pas strictement convexe. 

PREUVE. La fonct ion  a ~ N ( 3 , )  est  s.c.i., et donc  est 6gale/a une cons tan te  b 

sur un e n s e m b l e  ferm6 cofinal A de [0,1)[. Pour  un x ~ A,  on note  x(1)  son 

successeur  dans  A,  puis  x(2)  -- x(1)(1) ,  etc. Supposons  que pour  tout  x @ A,  il 

existe  une famil le  finie ( a , ) ~ ,  de ra t ionne ls  posit ifs  et e > 0 tels que 

N ( ~ a ~ )  l<=b~<__ a ~ - e .  

II exis te  a iors  un e > 0 et une famil le  finie (a~)~z. de ra t ionne ls  posi t i fs  tels que 

l ' e n s e m b l e  

B = { x E a ; N ( ~ a , ~ o , ) < = b ~ a , - e }  
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soit non ddnombrable .  II existe dans B une suite (x~) telle que pour  tout l, on ait 

x~+, >-_ x,(n).  Soit x = Supx~. On a x E A puisque A est ferm6, donc  N ( x )  = b. 

Mais on a aussi 

au sens pr6faible, et donc  

b Y a, <_ ,im sup N ( 2 <-_ b 2 a, - 
i~  n i~ -n  i ~ n  

une contradict ion.  

THI~ORI~ME 4. Pour lout ordinal r, il existe sur 'g = ~g([0, r ] )  une norme 

dquivalente Frdchet diff&entiable. 

PREUVE. Premi&e dtape. On peut supposer  que la cofinalit6 de r e s t  6gale 

son cardinal. On  ddsigne par %, le sous-espace des fonctions nulles en r. II est de 

codimension 1, donc il suffit de construire la norme sur %,. Pour  ~ ~ [0, r[ ,  soit 

On fixe une fonction h "[0, 1 ]---> [0, 2] s tr ictement concave et telle q ue x ~ h (x)=< 

2x. On  consid~re I 'ensemble B des 616ments y du dual M = M([0 ,7] )  de ~ qui 

admet tent  une dcriture (non n6cessairement  unique) du type 

(1) y = ~ a,,a,, + b.~,, 

de sorte qu'il  existe une suite (c,,) . . . .  de r6els, v6rifiant 

(2) c,,>-O, ~ c . - - < l ,  la,,l<=c,,, Ib,,l<=h(c,).  
¢~ _<_. r 

Deuxi~me gtape. Nous allons mont re r  que B est la boule unit6 d 'une  norme 

duale sur M. Tout  d ' abord  B e s t  convexe 6quilibr6e, et on a 

I[Yll < 1  :::> y E B  ~ ] l y l l  < 7 / 5 .  

Le probl~me est de mont re r  que B e s t  vaguement  ( = o-(M, cg)) ferm6e. On 

d6signe par  T l 'ensemble  des suites ( (a , ) , (bo) , (c , ) )  qui v6rifient (2), et pour  

t E T on ddsigne par y( t )  l '616ment associ6 par (1). Soit ~ un ultrafiltre sur T. 

On pose: 

a ' = l i m a , ,  b~ ,= l imb , ,  ~ l imc, ,  
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pou r  a =< -r. Soit  s = V,~ c',. On  a bien stir s = < 1. On  a aussi  v.Y. t a ',~ I _-< 1, ~ I bl, l = < 2. 

Pour  t E T, soient  

zI(t)= ~ (a~ - a ~ o ) 6 ~ ;  z2(t) = ~. (b~ -b~o)tz~. 

Si F est un ensemble  fini d ' o r d i n a u x ,  on a 

Z = Z c ~ l - Z c l ~ .  lim~, ~ v l a ~  - a~l < lim ,~v a~F 

O n  a donc  

lim ~ la~ - a'~l =< 1 -  s. 

II en r6sulte que lim,~ ]t z ' ( t ) l l  ~ 1 -  s. La bou le  unit6 de M pour  la t opo log ie  

usuel le  est v a g u e m e n t  c o m p a c t e ,  donc  lim,n z'(t)  est de la fo rme  z = v_.~. d,.6~, 

avec Z l d ,  I -  < 1 - s .  

So ien t  ~ =< az<-_ r, et I = ] a , , a 2 ] .  Pour  o~fi a2 et ct + 1 ~ a ,  on a ix,(X,) = 0. I1 

en r6sul te  que lim.~,z2(t)(X~)=O, ce qui  mon t r e  que  lim~zzZ(t) = 0. 

En r6sum6, on a mont r6  que  

lim y ( t )  = ~ ( a ~ +  d~)6~ + b ~p.a. 
'~/ , x < ' r  

Posons  

a'=a~+d~, c'=ldat+c'., b'~=b~. 

On a ta'.l<-_c~, d'oO la:l<-c ". On a 

~ c ; = ~ ) d ~ l + l - s < = l ,  
t ~ r  

I b'l = I b~,~l <= h(co)= h(c,~). 

Ceci  m o n t r e  que t ' =  ((a'~),(b'~),(c'~))E T. Ains i  

lim y ( t )  = y ( t ' )  E B. 

Troisi~me #tape. Ains i  nous  avons  mont r6  qu ' i l  existe  une n o r m e  N ( .  ) sur  c~ 

te l le  que la boule  unit6 de la n o r m e  dua le  soit  B. Soit  x E ~,,, x ~ 0. Soit  y E M, 

avec N ( y ) =  1 et y(x)=llxll. Puisque  y E B ,  on peu t  6crire y c o m m e  en (1). 
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On  mon t re  d ' a b o r d  que si c~# 0, on a x ( y ) #  0. En effet, supposons  que pour  

un cer tain y on ait c~#  0 et x(y)  = 0, et soit /3 tel que x(/3) = Hx ]l. Soit a,', donn6 

par  a'~= a~ pour  a ~ { / 3 ,  y}, et par  

a ,' = 0, a s - '  - a s + c~ signe x (/3). 

Soit b'~ donn6 par  b'~ = b~ pour  a #  y e t  par  b '~=0 .  On a 

y ' =  ~ a ' ,6 , ,+b ' t z~CB 

mais 

>_- + c, llx II- l c ,  IIx II > 

une contradic t ion.  L 'asse r t ion  est d6mont r6e .  II est clair que de plus on a a~ = c~ 

signe x(a)  pour  tout  a.  

On  m o n t r e  ma in tenan t  que si c , #  0, on a t - t , ( x ) #  0. Supposons  en effet que 

pour  un cer tain 7 on ait c~#  0 , / z , ( x )  = 0. Par  hypoth6se ,  on a x(':) = 0, donc  il 

existe un plus grand o rd ina l /3  tel que Ix(/3) I = IIx II. Et  on a / z s ( x ) #  0. Soit a'~ 

' - 0 ,  ' - a  s + c , s i g n e x ( / 3 ) . S o i t b : ,  d o n n 6 p a r a ' ~ =  a~ p o u r a ~ { / 3 ,  y } , e t p a r a , -  a s -  

donn6 par  b'~=bo pour  a ~ { / 3 ,  y}, et par  b '~=0 ,  b'~=u, off u est l 'unique  

h o m b r e  tel que signe u = signe/,t s (x)  et h([ u I) = c, + c s. On volt que 

y ' =  ~ a ' ~  + b'~/~ @B. 

De  plus 

y ' ( x )  = y ( x ) +  (u - b~)t~s(x)+ c~([Ix [[-  x ( y ) )  > y (x) ,  

une contradic t ion  qui p rouve  l 'assert ion.  Il est de plus clair que b~ = 

h(c~)s igne  kt~(x) pour  chaque  a. 

Nous  s o m m e s  ma in tenan t  en mesure  de m o n t r e r  que si y ' E  B satisfait 

y ' ( x )  = y (x) ,  on a y '  = y. Supposons  qu'i l  existe a tel que c~#  c'~. Puisque h est 

s t r ic tement  concave ,  on a 

u = h ((c~ + c '°)/2) - h ((c~) + h (c ' ) ) /2  > 0. 

On v6rifie que 

z = (y + y ')/2 + u/zo signe x ( a )  E B. 

Puisque l 'on a, soit c a # O ,  soit c '~#O,  on a x (a )#O.  II en r6sulte que 

z ( x ) >  y ( x ) =  y ' (x ) ,  une contradic t ion.  On  a donc  c~ = c'~ pour  tout  a.  Mais 
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nous avons  d6j/t vu que pour  un 616ment y E B tel que y ( x )  = N(y) ,  les valeurs  

de  c, d6 t e rminen t  y. 

II r e s t e / l  p rouve r  que si (y°) est une suite de B telle que y , ( x ) - - * y ( x ) ,  on a 

Ily - y.  [ [~0 .  Puisque tout  poin t  d ' a d h d r e n c e  vague z de (y , )  v6rifie z ( x )  = y ( x ) ,  

on a z = y, donc  en fair (y , )  converge  v a g u e m e n t  vers y. Ecr ivons  

~< - - ' r  

avec 

la~l<c",, Ib2l<h(c"~), c"~>-O, ~ "< = = c , = l .  
(E N , r  

Soit  0// un ul t raf i l t re ,  et posons  pour  a =< r 

a '  = lim a" b' = lim b ° c '  = limc~". 

Puisque  y = lim y,, la deux i6me  6tape  m o n t r e  que  

y = ~ (a'.+ d~)6~ + b,',/z,, 
a - - < r  

off Ib'~l<h(c'o), ]a'~l<=c ' Vc  <1,  oil ca o + l d o [ .  Or,  nous avons  mont r6  

clans la p r6c6den te  6 tape  que  si c ' / 0 ,  on a ]b,',l=h(c"). Ceci impl ique  

h(c'o) = h ( c ' ) ,  donc  c'~ = c~. En par t i cu l ie r  Z~c '~=  1, d 'of i  Id~ I=0 pour  chaque  

a.  Ains i  

y = ~ a '6~ + b'/x~. 
C ~ N T  

D e  plus, pou r  chaque  n, Y, l a "~ ] -  < 1. Auss i ,  

l imsup Z tb~"t--< l imsup Z h(c"~)<-_ Z h(c') = Z Ib']. 
n o~ n a ~ 

I1 en r6sulte sans pe ine  que I l Y , -  Y ll '-->0. 
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