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ABSTRACT

Let D([0. 1]) be the space of left continuous real valued functions on {0, 1] which
have a right imit at each point. We show that D([0,1]) has no equivalent norm
which is Gateau differentiable. Hence the class of spaces which can be renormed
by a Giteau differentiable norm fails the three spaces property. We show that
there is no norm on €([(,Q]) such that its dual is strictly convex. However,
there is an equivalent Fréchet differentiable norm on this space.

Soit E un espace de Banach. Une fonction convexe réelle ¢ sur E est dite
Gateau-différentiable si pour x,y dans E, la limite de A '(¢(x + Ay)— @(x))
existe pour A —0. Une norme || || sur E est dite Gateau-différentiable si elle est
Gateau-diftérentiable sur E\{0}. Ceci équivaut au fait que pour x € E\{0}, il
existe un unique y € E’ avec y(x) =|/x| et ||y| = 1[1]. Il ne semble pas connu si
la classe 9 des espaces de Banach qui admettent une norme équivalente
Gateau-différentiable posséde la propriété des trois espaces, c’est a dire si E € 4
des que E possede un sous-espace F avec F, E/F € 4. Nous allons montrer qu’il
n’en est rien. L’exemple est 'espace D = D ([0, 1]) des fonctions réelles sur [0, 1]
qui sont continues & gauche et qui ont une limite & droite. On note que
D/%({0,1]) = ¢c«([0,1]) et que €([0,1]) et c,(]0,1]) sont dans %

On dit qu’une norme sur E est Fréchet différentiable si elle est différentiable
au sens usuel en tout point de E\{0}. Il est connu [1] qu'une norme est Fréchet
diftérentiable si pour x € E\{0}, le diamétre de ’ensemble

{yeE yl=1,yx)z|x]-¢}
tend vers zéro avec ¢. En particulier, si la norme duale sur E’ est strictement
(resp. uniformément) convexe, la norme de E est Giteau (resp. Fréchet)
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différentiable. Il ne semble pas connu & ce jour d’exemple de norme
différentiable dont la norme duale ne posséde pas de bonnes propriétés de
convexité, Nous allons construire une norme N(-) Fréchet différentiable sur
€([0,9Q]), dont la norme duale n’est pas strictement convexe. En fait, il n'y a pas
de norme sur €([0,Q]) dont la norme duale soit strictement convexe. L’auteur
remercie G. Godefroy d’avoir attiré son attention sur ces questions.

THEOREME 1. Il n’existe pas de norme équivalente Gdteau-différentiable sur
D. Plus précisément, si N(-) est une norme équivalente sur D, cette norme n’est
pas Gadteau-différentiable en tout point de €([0,1]).

PREUVE. On désigne par || || la norme sup sur D. Il est utile de considérer le
compact K tel que D = €(K). Ce compact est I"“intervalle éclaté”, c’est-a-dire
K={x;x€[0,1]} U{x"; x €[0,1[}, une base de la topologie de K étant donnée
par les intervalles du type [x*,y[ et ]z,x]. (La structure d’ordre est donnée par
x <x"<y six <y dans [0,1]). On désigne par p la projection naturelle de K
sur [0,1], donnée par p({x,x"})=x.

Soit a>1 tel que a '|y[|=N(y)=aly| pour yED. On suppose si
possible que N(-) est Géteau-differentiable en tout point de €([0,1]). En
particulier la restriction M(-) de N(-) a 4([0,1]) est Giteau-différentiable.
Pour x €[0,1}], soit §, la mesure de Dirac en x. Le théoréme de Bishop-Phelps
montre qu’il existe une mesure v sur [0, 1], avec ||v .|| = a /100, telle que 8, + v/,
atteigne sa norme. Il existe donc a, €[a"'/2,2a] et une mesure v, avec
v | = a7'/50 et tels que p, = a,8, + v, vérifie M(i,)=1 et atteigne sa norme.
On choisit une mesure A, sur K telle que p(A,)=pu, et N(A,)=1. Ainsi A,
atteint sa norme sur 4([0,1]).

On fixe une partie finie F de K, qui peut étre vide, et qui est maximale pour la
propriété que I’ensemble

C={x€[0,1];Yz EF,aé,/100=|A, |}

soit non dénombrable.

Il est clair que F existe, puisque [[A, | < a pour tout x. Désignons par B la
boule unité de I'espace des mesures sur [0,1], pour 1a norme M(-), munie de la
topologie préfaible. Soit

H={(x a,u);x€C}C[0,1]%[a"'/2,2a]x B = L.

On désigne par G I’ensemble des points de condensation de H, c’est a dire des
points de H dont tout voisinage rencontre H en un ensemble non dénombrable.
Puisque L a une base dénombrable d’ouverts, H\G est dénombrable, donc G
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est non dénombrable. De plus un ouvert qui rencontre G le rencontre en un
ensemble non dénombrable.

Soit:
G'=

{x € G;3e, > 0,3V, voisinage de (a,, u.) tel que HN (Jx, x + &, [ X V,) =}

Alors G” est dénombrable. En effet, dans e cas contraire, il existe ¢ >0 et un
ouvert V de [a™'/2,2a] X B tels que

G'=x€CG;(a,m)E V. HN(x,x +e[xX V)=¢}

soit non dénombrable. Mais il existe alors x,,x, € G’ avec x, € ]x,, x, + ¢], ce qui
est absurde. De la méme fagon, on voit que 'ensemble

G ={x € G;3¢ > 0,3V voisinage de (a,, u,) telque HN (Jx —&,x[ X V) =}
est dénombrable. On peut donc choisir x € G\(G* U G ) et x,x* € F. Pour tout
e >0 et tout voisinage V de p,, les ensembles

HN((x,x +e[x V), HN(Jx —¢gx[x V)

sont non vides, donc non dénombrables. Il résulte du choix de F qu’ils
contiennent un point y € H avec

AxDi=a, L (xDl=a
On peut donc construire des suites x, < x et y, > x telles que
X, DX, @, e (A (xDI=a, A, (xTD)[=a
et
Ya—>X, 4a

v T2 Qxy Py, T s |Ay,. ({X})! = a, !Ay,. ({X*})i =a

Il existe une fonction continue f sur [0,1] telle que u, (f) = 1. Soient A, et A, des
valeurs d’adhérence de (A, ), et (A, ) respectivement. On a p(A,) = p(A,) = g,

donc A(f)=A,(f)=1. De plus N(A\), N(A,)= 1. Pour conclure il suffit de
montrer que A, # A,. Soit h = x .+
Soit

h., € €([0,1]) avec Xl < P = X(eotyma]-
Pour tout n on a

A, (h) = p, (hy) Z a, —a™'/10.
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On a donc
Ay, (X 1) Z a,, —a /10,

puis
A (Xie)Za,, —a'/5 etenfin A(xa)Za, —al/5.
D’autre part, on a
A (hn) = a h,(x,)+a7'/10
d’ou
A(h)=a'/10, puis A(x) = a /10,
puis A (x+a) = a”'/5, ce qui termine la preuve.

La structure de I'espace D n’est pas trés bien comprise. Dans [2], on construit
une fonction convexe ¢ sur D telle que 'ensemble des points de Géteau-
différentiabilité de ¢ soit maigre et dense. La réponse aux questions suivantes ne
semble pas connue.

ProBLEMES 2. (a) Est-ce que pour toute fonction ¢ convexe sur D et tout
e >0, il existe un point a ou I'ensemble {y ED;Vx ED,p(a +x)—p(x)=
y(x)} soit de diamétre =¢?

(b) Est-ce que ¢ a un point de Géateau différentiabilité?

Nous nous tournons maintenant vers I’étude de €([0,Q]).

THEOREME 3. Soit N une norme équivalente sur €([0,€1]). Alors il existe
a, < a,<--- dans [0,Q] et b €R tels que pour toute famille finie (a;)ien de réels
positifs, on ait N(27_, aé.,) = b Z7_, a.. En particulier, la norme duale de N n’est
pas strictement convexe.

Preuve. La fonction a — N(8,) est s.c.1., et donc est égale i une constante b
sur un ensemble fermé cofinal A de [0,Q[. Pour un x € A, on note x(1) son
successeur dans A, puis x(2) = x(1)(1), etc. Supposons que pour tout x € A, il
existe une famille finie (a;):=, de rationnels positifs et € >0 tels que

N(E a,«8,(,-)>§ bz a;, — €.

iZn i=n

Il existe alors un € >0 et une famille finie (a;),<, de rationnels positifs tels que
I’ensemble

B={x€A;N(2a;6x(,‘)>§bza,‘_f‘:}

i=n



Vol. 54, 1986 RENORMAGES DE QUELQUES ¥(K) 331

soit non dénombrable. 1l existe dans B une suite (x,) telle que pour tout /, on ait
Xi.1 Z x,(n). Soit x = Supx. On a x € A puisque A est fermé, donc N(x)=b.
Mais on a aussi

(2 ai) 6x = lll_rI(l E aiaxﬂl)

1>n

au sens préfaible, et donc

bz a,élimsupN(

2 a,8xﬂ,»,> = bz a, — €

i-n
une contradiction.

THEOREME 4. Pour tout ordinal 7, il existe sur ‘6 = €([0,7]) une norme
équivalente Fréchet différentiable.

PREUVE. Premiére étape. On peut supposer que la cofinalité de 7 est égale a
son cardinal. On désigne par €, le sous-espace des fonctions nulles en 7. Il est de
codimension 1, donc il suffit de construire la norme sur 4. Pour a € [0, 7[, soit

L _
Mo = 10(611 8u+])’

On fixe une fonction h : [0, 1]—[0,2] strictement concave et telle que x = h(x) =
2x. On considére 'ensemble B des éléments y du dual M = M([0,7]) de € qui
admettent une écriture (non nécessairement unique) du type

(1) y=2 asd. +b.u,

x =T

de sorte qu’il existe une suite (c, )., de réels, vérifiant

v

@) .20, 2 =1 lalsc. |blsh(c,)

Deuxiéme étape. Nous allons montrer que B est la boule unité d’une norme
duale sur M. Tout d’abord B est convexe équilibrée, et on a

[yll<t1=>yeB=>|yl<7/s.

Le probléme est de montrer que B est vaguement (= o(M, €)) fermée. On
désigne par T I'ensemble des suites ((a.),(b.).(c.)) qui vérifient (2), et pour
t € T on désigne par y(t) 'élément associé par (1). Soit U un ultrafiltre sur T.
On pose:

al=Ilima, b.=limb, c!=limc,
] 3 L4
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poura =7.Soits =Y,c,.Onabiensirs =1.Onaaussi2|a,/=1,X|b,
Pour ¢t € T, soient

=2.

()= 2 (a, —a)d.;  2(t)= 2 (b, — bl

asT aET
Si F est un ensemble fini d’ordinaux, on a

lim 2 |a, —al|=lim X c.=1— D cl.
U ygF U NgF «EF
On a donc

nLnZ;aa—a:,pgl—s.

asT

Il en résulte que limy | z'(1)| =1—s. La boule unité de M pour la topologie
usuelle est vaguement compacte, donc lim, z'(t) est de la forme z =%, .. d., 8,
avec 2|d, |[=1-s.

Soient e, = a,=7,et I =)a,,a,]. Poura#Z a,eta+1#Za,onap,(x;)=0.1
en résulte que lim, z°(t)(x;) = 0, ce qui montre que lim, z°(t) = 0.

En résumé, on a montré que

limy(t)= 2 (al+d,)8, + blu.

a<rt

Posons
ay=ay,td, c.=|d,|+c, b.=b..
Onalall=cl, doulall]=c.. Ona
2el=2ld+1-s=1,
[bol=[bal=h(c)=h(c).
Ceci montre que ¢'= ((a.),(b.).{(c)) € T. Ainsi
liqun y(t)=y(t)€E B.

Troisieme étape. Ainsi nous avons montré qu’il existe une norme N(-)sur 4
telle que la boule unité de 1a norme duale soit B. Soit x € €, x#0. Soit y E M,
avec N(y)=1 et y(x)=|x|. Puisque y € B, on peut écrire y comme en (1).
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On montre d’abord que si ¢, # 0, on a x(y) # 0. En effet, supposons que pour
un certain y on ait ¢, # 0 et x(y) =0, et soit B tel que x(B8) = x|. Soit a, donné
par a.=a, pour a{B, v}, et par

a,=0, ajp= ag+c,signe x(B).

Soit b, donné par b,=b, pour a# y et par b,=0. On a

y'=> als.+b.u.€B

=T

mais
Y02 () + ¢, lxll = 55e, x> y(x),

une contradiction. L’assertion est démontrée. Il est clair que de pluson a a, = c,
signe x(a) pour tout a.

On montre maintenant que si ¢, # 0, on a u,(x)# 0. Supposons en effet que
pour un certain vy on ait ¢, # 0, ¢, (x) = 0. Par hypothése, on a x(r) =0, donc il
existe un plus grand ordinal 8 tel que |x(B8)|=|/x|. Et on a ps(x)# 0. Soit a,,
donné par a, = a, pour a Z{B,y},etpara’,=0,a;= a; +c, signe x(B). Soit b,
donné par b.=b, pour aZ{B, vy}, et par b,=0, by=u, ot u est I'unique
nombre tel que signe u = signe us (x) et h(Jul)=c, + ¢;. On voit que

y'=>als, +bl.u. €B.

De plus

/() =y () +(u = ba)pp (x) + ¢, (x| = x(¥) > y (x),

une contradiction qui prouve I'assertion. Il est de plus clair que b, =
h(c,)signe u,(x) pour chaque a.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que si y’ € B satisfait

y'(x)=y(x),onay’'=y. Supposons qu’il existe « tel que c, # c.. Puisque h est
strictement concave, on a

u=h((ca +c.)/2)=h((c.)+ h(c))2>0.
On vérifie que
=(y+yY2+ up, signe x(a) € B.

Puisque l'on a, soit ¢,#0, soit ¢.#0, on a x(a)#0. Il en résulte que
z(x)> y(x)=y'(x), une contradiction. On a donc ¢, = ¢ pour tout «. Mais
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nous avons déja vu que pour un élément y € B tel que y(x)= N(y), les valeurs
de ¢, déterminent y.

Il reste a prouver que si (y,) est une suite de B telle que y,(x)—y(x), on a
ly = ya[l—=0. Puisque tout point d’adhérence vague z de (y, ) vérifie z(x) = y(x),
on a z =y, donc en fait (y,) converge vaguement vers y. Ecrivons

Vo= 2 alé, +biu,

a=T

avec

latl=ch bl =h(cD), 220, 2 ci=1.

a =
=T

Soit % un ultrafiltre, et posons pour a =7
a!=limal, b.=limb., c¢.=limc].
U U U
Puisque y = lim y,, la deuxieme étape montre que

y =2 (al+d,)s, +blu,

ou |bllsh(cl). lall=cl, Sci=1,0u cl=c.+|d.|. Or, nous avons montré

dans la précédente étape que si c.#0, on a |b.|=h(ch). Ceci implique
h(c.)= h(c’), donc ¢ = c. En particulier 2,c.,=1, d’ou |d, | = 0 pour chaque
a. Ainsi

y = g a.d, +b.u,.
De plus, pour chaque n, 2, |ai|=1. Aussi,
limsup 2, | b"| < limsup >, h(c?) = 2, h(cl)= 2, |bLl.
Il en résulte sans peine que ||y, — y||—0.
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